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���
f	 ��h�����5 f�� ��� �f	�� �� 9 
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	� �� f ��h����� ���� T17

h���� ��� ��
g�� �� ����� ���� v f� ����� ��� ���� f��5 ����h����	�5 ���

��
g�� �� ����� ���� v f� ����� ��f�� ����7 N��
f		�5 ��� �fh� ���� v ∈ V 5

degin(v) =
∣∣∣{e ∈ E : v2(e) = v}

∣∣∣
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e∈E:v1(e)=r(T )

d(e) (y(e) + Pmin(T (v2(e)), d)) �� r(T ) ∈ Vd
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lim sup
n→∞

P̄ − µ

σ
√
n log log n

=
√
2

)
= 1.
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\���� ���� �
���f�� 	f�� hf� g� h�		�h����	�5 g�� �����
f		�5 ��

f6

����� f� ��		���C �� n �� ��*h����	� 	f���5 ���� P̄ �� ��f� µ5 ��� ������g�����

�� f����
f��	� ���
f	5 f�� ����f����� �� P̄ ���
 µ f	
��� ����	� f�� ���

	f���� ��f� σ
√
2n log log n7 P������5 �� �fh��h�5 ��� ���� ��� �f�� ���

����f���� �� ���h� n → ∞5 ��f� ��5 ��� hf���� 	��� f� ��� ��(���� ������h�

�� �f���
 �f
	��7 N�����f��	�5 �����f	 �����f	����� f		�� �� �� hf	h�	f��

��� ���� �� ���� ����f����� ���
 ��� 
�f� ��� f ����� �f	�� �� n7
\�� (��� �����f	��� ���
 ���� �f
�	� ��f� hf� g� ���� ��� f�� �f	�� ��

n �� 2��I������� �����H	���7 ]���� ���� �����f	���5 ��� hf� ����
f�� ���

��gfg�	��� �� ����f���� �� P̄ ���
 µ ����� ��� ��		����� ���
�	fC

Pr
(
|P̄ − µ| ≥ kσ

)
≤ 1

nk2
.

I�������f		�5 �� P (X) �f� f (���� ����� 
�
��� 2���h� �� f	�� ����� ��� hf��D

�� f���h�	f�5 �� P (X) �� g������5 ���� �� ������ ����� ��� �f
� f���
�����

�� 
f�� ��� ��� ���h��� �f	�� f�� ��� �f��f�h� fg���35 ���� 1����"4�����

������
 hf� g� ���� ��f� hf� g� ������ f� f� ��������� �� ��� K����f	

T�
�� \�����
 �� (���� �f
	��C

sup
z∈R

∣∣Pr (√n(P̄ − µ) ≤ z
)
− Φ(z/σ)

∣∣ ≤ E|P (X)− µ|3

2σ3
√
n

.

J����� �� 
��� ����f��5 	�� �� 
f�� f ��� �g����f�����7 Q� ��� fg���

���
�	f�5 ��� 
�f� 2µ3 f�� ��� ��f��f�� ����f���� 2σ3 �� ��� ������g�����

�� ��� P (X)D �f��fg	� �� ����� ����7 Q� ��� h������ �� ����������� f�f	����5

�� �� ����� h�f		������ �� �����
��� ���
 ��h���	�5 f� ���� ��		 ���hf		�

����� �� ��� �f	��� �� ��� f�f
����� ��f� f�� h�f����� �� ��� �����������

f�f	����7 P������5 �� �� ���f		� ��
	� �� �����
��� ��
� 	���� f�� ���

g����� ��� P (X)7 N�� ����f�h�5 �� ��� ��f
	� ��h����� ���� ���h��� ��

N����� <7@5 f���
��� ��f� ��� 
f� ��	� h�f��� ��gfg�	����� �� �����������

f�f	���� g�� ��� f��'� (���5 ��� 
f��
�
 ����g	� f��' �� 1205 f��

��� 
���
�
 f��' �� 72D g��� hf� g� ���� �� ��� f��'� �������� �� ���

h����������� ���
��f	 �����7

T�� �� ������ g� P� ��� 	���� g���� ��� ��� �f���
 �f��fg	� P (X) f��

g� Pu ��� ��� g����7 W�h� ��
� ��	�h�� �f	��� �� P� f�� Pu f�� f�f�	fg	�5

���� ��� hf� ��� �����f	 f�������f	 �����f	�����7 N����5 	�� �� ������ ���

���
�	f ��� ��� 2������ I���� C ��� f�� δ > 05

Pr
(
P̄ ≥ (1 + δ)µ

)
≤ e

−n 2δ2µ2

(Pu−P�)
2

Pr
(
P̄ ≤ (1− δ)µ

)
≤ e

−n δ2µ2

(Pu−P�)
2 .
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\�� fg��� �����f	����� g���� ��� ��gfg�	��� �� ��J���H�� ����f����� ���


��� 
�f�7 Q� ��� �� ���������� �� ��� f�����
��� �� HI��	��� ����f�����5 ����

��� ��		����� �g����f���� hf� g� ����7 N��
 >����J����� �����H	��� ��

���� ��f�C

0 ≤ σ ≤ (Pu − P�)/2.

\�� 	���� g���� �� fh������ �� ��� ���	� ��gfg�	��� �� h��h����f��� �� ���

����5 f�� ��� ��� g���� �� fh������ ���� �f	� �� ��� ��gfg�	��� �� h��6

h����f��� f� �fh� �� ��� ��� g����� �� ��� ������g�����7 I���� ��g���������

����� g����� ��� ��� K��g�����1� �����f	���5 �� ��� ��f� ��� f�� δ > 05

Pr

(
|µ− P̄ | < Pu − P�

2
√
nδ

)
≥ 1− δ.

I	����f����	�5 �� n �� 	f��� ������ 2���hf		�5 n > 1,000 �� ������35 �� hf�

f���
� ��f� ��� ������g����� �� P̄ �� f����
f��	� ���
f	 g� ��� K����f	

T�
�� \�����
 f�� J����6M����� ������
7 \��������5 �� hf� �f� ��f�

f����
f��	�

Pr

(
2(|P̄ − µ|) < Φ−1(1− δ/2)

Pu − P�

2
√
n

)
� 1− δ.

T�� �� ��f�� ���� f ��
	� ��f
	�7 K������� f ��h����� ���� ����� ��

N����� <7A 2��� 	�� �� 
f�� �� ��� �f� 
���37 Q� �f� ��	� ��� f�f
����5

�f
�	�5 p7 _� ���� ��f� p ∈ [0, 1]5 ���� ��� ���h��� f��' �� ��� ����

�� g������ �� ��� ������f	 [1, 2]7 [���� ��f� �� hf� �f
	� ���
 ��
�

��gfg�	��� ������g����� p f�� �f�� �� (�� ��
� g����� �� ��� ��gfg�	���

��f� ��� f���f�� �f	�� �� 1,000 ���������� �f
	�� 	��� ������ ±10% ��

��� ���� 
�f� 2V��� ��f� �� �� ��� ���� �� ��h��� ���� ������g�����+37 _�

hf� hf	h�	f�� �� ����� ��� fg��� K�����' g����5 ����� �� �f�� δ = 0.15
n = 1,0005 f�� Pu − P� = 1 �� ��� ��f� ���� ��gfg�	��� �� f� 	�f��

1− exp(−20µ2)− exp(−10µ2).

]���� f�f�� ��� �fh� ��f� ��� f��' �� g������ �� ��� ������f	 [1, 2]5 �� hf�

g� ���� ��f� |µ| ≥ 15 �� ��� ��gfg�	��� hf� g� ������� g������ f� ��		���C

1− exp(−20µ2)− exp(−10µ2) ≥ 1− exp(−20)− exp(−10) ≥ 0.9999.

_� hf� h��h	��� ��f� ������� n = 1,000 �f
	�� �� ������ �� ��� f� f�6

����
��� �� ��� 
�f� ��f� ��		 g� ������ ��� ±10% �f��� �� ��� ���� 
�f�

���� ��� ��gfg�	��� �� f� 	�f�� 99.99%7

V��5 	�� �� ����h� gfh� �� ��� ��f
	� 
���	 �������� �� N����� <7@7

N�� ��f
	�5 ���� ��� ��h���� ��� �� �� ��� �h������� f�� ���� f��5 ���
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\���� ���� �
���f�� 	f�� hf� g� h�		�h����	�5 g�� �����
f		�5 ��

f6

����� f� ��		���C �� n �� ��*h����	� 	f���5 ���� P̄ �� ��f� µ5 ��� ������g�����

�� f����
f��	� ���
f	5 f�� ����f����� �� P̄ ���
 µ f	
��� ����	� f�� ���

	f���� ��f� σ
√
2n log log n7 P������5 �� �fh��h�5 ��� ���� ��� �f�� ���

����f���� �� ���h� n → ∞5 ��f� ��5 ��� hf���� 	��� f� ��� ��(���� ������h�

�� �f���
 �f
	��7 N�����f��	�5 �����f	 �����f	����� f		�� �� �� hf	h�	f��

��� ���� �� ���� ����f����� ���
 ��� 
�f� ��� f ����� �f	�� �� n7
\�� (��� �����f	��� ���
 ���� �f
�	� ��f� hf� g� ���� ��� f�� �f	�� ��

n �� 2��I������� �����H	���7 ]���� ���� �����f	���5 ��� hf� ����
f�� ���

��gfg�	��� �� ����f���� �� P̄ ���
 µ ����� ��� ��		����� ���
�	fC

Pr
(
|P̄ − µ| ≥ kσ

)
≤ 1

nk2
.

I�������f		�5 �� P (X) �f� f (���� ����� 
�
��� 2���h� �� f	�� ����� ��� hf��D

�� f���h�	f�5 �� P (X) �� g������5 ���� �� ������ ����� ��� �f
� f���
�����

�� 
f�� ��� ��� ���h��� �f	�� f�� ��� �f��f�h� fg���35 ���� 1����"4�����

������
 hf� g� ���� ��f� hf� g� ������ f� f� ��������� �� ��� K����f	

T�
�� \�����
 �� (���� �f
	��C

sup
z∈R

∣∣Pr (√n(P̄ − µ) ≤ z
)
− Φ(z/σ)

∣∣ ≤ E|P (X)− µ|3

2σ3
√
n

.

J����� �� 
��� ����f��5 	�� �� 
f�� f ��� �g����f�����7 Q� ��� fg���

���
�	f�5 ��� 
�f� 2µ3 f�� ��� ��f��f�� ����f���� 2σ3 �� ��� ������g�����

�� ��� P (X)D �f��fg	� �� ����� ����7 Q� ��� h������ �� ����������� f�f	����5

�� �� ����� h�f		������ �� �����
��� ���
 ��h���	�5 f� ���� ��		 ���hf		�

����� �� ��� �f	��� �� ��� f�f
����� ��f� f�� h�f����� �� ��� �����������

f�f	����7 P������5 �� �� ���f		� ��
	� �� �����
��� ��
� 	���� f�� ���

g����� ��� P (X)7 N�� ����f�h�5 �� ��� ��f
	� ��h����� ���� ���h��� ��

N����� <7@5 f���
��� ��f� ��� 
f� ��	� h�f��� ��gfg�	����� �� �����������

f�f	���� g�� ��� f��'� (���5 ��� 
f��
�
 ����g	� f��' �� 1205 f��

��� 
���
�
 f��' �� 72D g��� hf� g� ���� �� ��� f��'� �������� �� ���

h����������� ���
��f	 �����7

T�� �� ������ g� P� ��� 	���� g���� ��� ��� �f���
 �f��fg	� P (X) f��

g� Pu ��� ��� g����7 W�h� ��
� ��	�h�� �f	��� �� P� f�� Pu f�� f�f�	fg	�5

���� ��� hf� ��� �����f	 f�������f	 �����f	�����7 N����5 	�� �� ������ ���

���
�	f ��� ��� 2������ I���� C ��� f�� δ > 05

Pr
(
P̄ ≥ (1 + δ)µ

)
≤ e

−n 2δ2µ2

(Pu−P�)
2

Pr
(
P̄ ≤ (1− δ)µ

)
≤ e

−n δ2µ2

(Pu−P�)
2 .
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\�� fg��� �����f	����� g���� ��� ��gfg�	��� �� ��J���H�� ����f����� ���


��� 
�f�7 Q� ��� �� ���������� �� ��� f�����
��� �� HI��	��� ����f�����5 ����

��� ��		����� �g����f���� hf� g� ����7 N��
 >����J����� �����H	��� ��

���� ��f�C

0 ≤ σ ≤ (Pu − P�)/2.

\�� 	���� g���� �� fh������ �� ��� ���	� ��gfg�	��� �� h��h����f��� �� ���

����5 f�� ��� ��� g���� �� fh������ ���� �f	� �� ��� ��gfg�	��� �� h��6

h����f��� f� �fh� �� ��� ��� g����� �� ��� ������g�����7 I���� ��g���������

����� g����� ��� ��� K��g�����1� �����f	���5 �� ��� ��f� ��� f�� δ > 05

Pr

(
|µ− P̄ | < Pu − P�

2
√
nδ

)
≥ 1− δ.

I	����f����	�5 �� n �� 	f��� ������ 2���hf		�5 n > 1,000 �� ������35 �� hf�

f���
� ��f� ��� ������g����� �� P̄ �� f����
f��	� ���
f	 g� ��� K����f	

T�
�� \�����
 f�� J����6M����� ������
7 \��������5 �� hf� �f� ��f�

f����
f��	�

Pr

(
2(|P̄ − µ|) < Φ−1(1− δ/2)

Pu − P�

2
√
n

)
� 1− δ.

T�� �� ��f�� ���� f ��
	� ��f
	�7 K������� f ��h����� ���� ����� ��

N����� <7A 2��� 	�� �� 
f�� �� ��� �f� 
���37 Q� �f� ��	� ��� f�f
����5

�f
�	�5 p7 _� ���� ��f� p ∈ [0, 1]5 ���� ��� ���h��� f��' �� ��� ����

�� g������ �� ��� ������f	 [1, 2]7 [���� ��f� �� hf� �f
	� ���
 ��
�

��gfg�	��� ������g����� p f�� �f�� �� (�� ��
� g����� �� ��� ��gfg�	���

��f� ��� f���f�� �f	�� �� 1,000 ���������� �f
	�� 	��� ������ ±10% ��

��� ���� 
�f� 2V��� ��f� �� �� ��� ���� �� ��h��� ���� ������g�����+37 _�

hf� hf	h�	f�� �� ����� ��� fg��� K�����' g����5 ����� �� �f�� δ = 0.15
n = 1,0005 f�� Pu − P� = 1 �� ��� ��f� ���� ��gfg�	��� �� f� 	�f��

1− exp(−20µ2)− exp(−10µ2).

]���� f�f�� ��� �fh� ��f� ��� f��' �� g������ �� ��� ������f	 [1, 2]5 �� hf�

g� ���� ��f� |µ| ≥ 15 �� ��� ��gfg�	��� hf� g� ������� g������ f� ��		���C

1− exp(−20µ2)− exp(−10µ2) ≥ 1− exp(−20)− exp(−10) ≥ 0.9999.

_� hf� h��h	��� ��f� ������� n = 1,000 �f
	�� �� ������ �� ��� f� f�6

����
��� �� ��� 
�f� ��f� ��		 g� ������ ��� ±10% �f��� �� ��� ���� 
�f�

���� ��� ��gfg�	��� �� f� 	�f�� 99.99%7

V��5 	�� �� ����h� gfh� �� ��� ��f
	� 
���	 �������� �� N����� <7@7

N�� ��f
	�5 ���� ��� ��h���� ��� �� �� ��� �h������� f�� ���� f��5 ���
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N����� <7AC I ���� �� f ��
	� ��h����� ���� ���� ��	� ��� f�f
���� p 2��

G�	���;�R������ �f� 
���37

f��' �� ��f�f����� �� �f		 ������ [75, 120]7 \� (�� ��� ��
g�� �� �f
	��

��f� ��f�f���� ��f� ��� �g�f���� 
�f� P̄ ��		 g� ������ ±1% �� ��� ����

�f	�� �� µ ���� f� 	�f�� 0.99 ��gfg�	���5 ��� hf� ��� K�����' g����7 \�

�� ��f�5 �� ���� �� ��	�� ��� ��		����� ���f���� ��� n5 ����� �� ���� ��f�

��� 
�f� �� ��� 	��� ��f� 75C

exp(−2n · 0.012 · 752/(120− 75)2)+ exp(−n · 0.012 · 752/(120− 75)2) ≤ 0.01

Q� hf� g� h��h��� ��f� ���� �����f	��� �� �f���(�� ��� n ≥ 16,6157

W� ��� ����� �f��5 �� ��� �� ���������� �� f� fg��	��� ����f���� �����f� ��

f ��h���f�� ����f����5 �� hf� ���5 ��� ��f
	�5 K��g�����1� �����f	���7 Q�

��� ��f
	�5 ��� ��� g���� ��� σ �� (120−75)/2 = 22.57 \���5 f���
���

���� g����5 ��� ��f	 �� �� (�� f� f�����
��� ������ ±1 ���� ���
 ��� 
�f�

���� f ��gfg�	��� �� f� 	�f�� 0.997 _� ��� ��f� k = 1/σ = 1/22.5 f�� ����

n = (22.52/0.01) = 50,6257 N��f		�5 �� �� ��� ��� ���
f	 f����
f����

��� ��� �f
� f�f
�����5 ���� �� ��� ��f� Φ−1(0.01/2) = 2.5765 f�� ��

n = 2.5762(120− 75)2/3 = 33607

V��� ��f� �� ��� �f����� �f	��� �� n f� ��
� �� ����� g����� f�� ��������

��f� ������5 g�� ��� ������ 
���� ����� �� f f���h�	f� �h��f��� h�����6

����7 Q�����5 f		 ����� g����� ������ f� ��� g���� ��� ��� ��gfg�	���5

��� f� ��fh� �f	��7 [�5 ��� �f	��� �� n �� �g�f���� fg��� ��f�f���� ��f�
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�f� P̄ ��		 g� ������ ±1% �� ��� ����
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f�� ������� ������g�����7

Q� �� f����fg	� �� �f�� n > 1,000 ���������� ��	�hf����� �� ��
�	f����

�����f��� g� G�	���;�R������7 V���5 �� ��	�h� ��� ��
g�� �� g������f�

��	�hf����� B5 ���h� ���hf		� �� �f��� f� 10,0005 ��
���
�� ���� �	����	�
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��� ��f� ��h�7 I���� ���� ��h�����5 �� �f�� B �f	��� bpi 7 \�

hf	h�	f�� A ��h��� h��(���h� ������f	 2���hf		� A �� 0.95 0.95 �� 0.995
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f����37 Q����
f		� ��f����5 �� �� �����f	 ��f�� �����6
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Q� �� f����fg	� �� �f�� n > 1,000 ���������� ��	�hf����� �� ��
�	f����

�����f��� g� G�	���;�R������7 V���5 �� ��	�h� ��� ��
g�� �� g������f�
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g�� 
��� ���
f		�7 I���
� ��f� P �� f �f���
 �f��fg	� ����� h�
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����5 ��� ��h�����6
f��� f������� ��f� ���� h��	� ����f�� ���
 �����

���f�	� �f	��� g� 0.1 �� g��� ����h�����5 �� ��� �f���� f��C O��C [0.4, 0.6]5
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fg	��5 f�� ��� ��f��	f���� �� �h������� �� ����� �f��fg	��7 Q� ��� ��f
	�5

�� ��h�(�� :: 	���	� ��� �fh� �f��fg	�5 �� ���� f�� f		 ��f�f��� g� 979;7
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2fg����35 T1 2T23 ������� ������� 2���f����3 ���� ����	�7 P (S1) = P (S2) =
0.55 P (T1|S1) = 0.95 P (T2|S1) = 0.15 P (T1|S2) = 0.35 f�� P (T2|S2) = 0.77
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P (T1) = 0.9× 0.5 + 0.3× 0.5 =

= �����������× �f�+ (1− ��h�(h���)× �� �f� =
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P (T2) = 0.1× 0.5 + 0.7× 0.5 =

= (1− �����������)× �f�+ ��h�(h���× �� �f� =

= 0.4

P (S1|T1) =
0.9× 0.5

0.6
= 0.75

P (S2|T1) =
0.3× 0.5

0.6
= 0.25

P (S1|T2) =
0.1× 0.5

0.4
= 0.125

P (S2|T2) =
0.7× 0.5

0.4
= 0.875
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f����C �7�75 �������
���f	

�	�h� 2����� �������
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� 2�7�75 h��
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��	f��� ��g	�
� 2��	f� ��
� ��7 h��� �� �
������ ��� ����f����h����37

Q� P\I5 ��� h�
f����� 
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�h h������f 2f�f�	fg	� ��6

����h�� f�� 	�
����3 f�� h	���hf	 ���� 2��� 
�h� ��f	�� hf� g� g�����37

[�������f	��� 
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 ��� h	���hf	 ��h��� ��h�
f����� �����f	 ����5

�7�75 h����h����� 	���� �� ���f�
���5 f ����g	� ������h� �� h�
	�hf����� ��
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f������ ������5 �� ��� ��f������ ��h��� ��h����� ��� ���f�
��� ��h������7

]�h���f���� �� f� �������� f�� �� ��� h	���hf	 ��h���C f f����� 
f� g�

h���� �� ���5 ��� ���f�
��� 
f� ������� �����f	��f����5 ��� ��f������h ����


f� ��� � ������� �� ���f����5 ��h7 X	�f��5 ��� c:9d ��� 
��� �����
f����7

K���� �� ���f�
��� f�� 
�f����� �� 
����f�� ���
�5 f�� �'�h�� f�� ��6

�hf		� �������� f� ��f	���6f������� 	���6��f�� 2YITa�3C f 
�f���� h�
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��h�����6
f��� �f� f h	�f� ��f��6�' h��*h���� g������ ��� ���5 �7�75 ����

fg	� �� ��h���	� ��f�� ����� ��		�������6��6f� 2_\X3 ��� f ���� �� �'�h�D

����5 g��� h������f h��	� g� 
����� ���� f ����	� ���C ��� ��� g���(�5 VJ5

�� ����� f� VJ = �'�h� × _\X − h���7 \��hf		�5 ��� ��h�����6
f��� �f�

��	� f� �
��h��� f�����
��� �� _\X f�� ���	� 	��� �� 	�f�� ��� �
fh� ��

_\X �� ��� ��h�

����� ���f����7 N�� ���� ��f���5 g��� h������f ����	�

g� �������� ��	�h��	� �� ��� ���� f�� ��� ���h������ �� ����g	� ��h�����

f	����f����� 2���f������5 �	�h���37
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��� �f
� ���� ��� ���6f���� g����� �� 
f�� G4��J�� ��� (��� h��������7

\�� ���� hf� f	�� ����h� ��� ��h�����6
f���� ��	�5 ��	�h���� ��� �� G
��"


H�� 2���� ��� h��� �� ��� (��� h�������� f�� �'�h� ��� ��h��� ���35 G
H�"


��� 2���� ��� ����� ��������35 G
��"
��� 2�7�75 ���� h��� f�� �		�����

f�� ���� f� 
�f�����35 �� G
H�"
H�� 2���� ��� �f���� ����� f�� ����5

�7�75 ��� ��������� �� �����f�� f�� 	�hf	 ��f��3 ��	�� �� ��� ��� f��

�� ��� �h����7 J�	�� �� ��		 ��� ��� G
H�"
��� ��	� �� 
f�h� ��� �f���f	

��������f���� f�� ����� �� h������f �� P\I7 \�� ��
f����� hf��� f�� �f��	��

f�f	�����	�5 �f���� ��� ��h���hf	 �� _\X �� f����� ��� ��� h������f �� ���


��� VJ5 �� ������7

_� h������� ��� ��		����� ��f
	�7 I f����� ���� f ����� ����f�� hf�

g� ���f��� ���� ��� �� ���� f�f�	fg	� ���f�
����5 I6L7 \��� ��'�� ��� ���

f���f�� 2�� f h����� �� f������3 h��� 2.3 f�� �'�h� 2YITa�37 \�� �f	��� f��

�������� �� \fg	� =7:7 _� hf� f	�� �f�� �� ��� �� ��� h�������� �
�����

������� f�� ���f�
��� 2��gfg�	��� <9/35 ���h� ���	� ������ = YITa�

f� �� h���7 Q� ��� h�������� ���� ��� �
���� 2��gfg�	��� @9/35 ���� ���
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��� f�� ���	� f �
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_� f���
� ��� ��h�����6
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